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SLOVENSKO DRUŠTVO ZA MEHANIKO 
SREČANJE KUHLJEVI DNEVI 2026 

 

Nova asimetrična funkcija za izboljšano modeliranje natezno-tlačne 
asimetrije in torzijskega odziva zlitin z oblikovnim spominom 

Luka Roblek1, Robert Kunc1, Andrej Žerovnik1, Jože Korelc2, Lorenza Petrini3 

A Novel Asymmetric Function for Improved Tension–Compression 
Asymmetry and Torsion Response in Shape Memory Alloys 

Povzetek: Zlitine z oblikovnim spominom (SMA – Shape Memory Alloys) predstavljajo skupino pametnih 
materialov, ki izkazujejo efekt oblikovnega spomina in superelastičnost. Zaradi kompleksnega termo-mehanskega 
obnašanja ter izrazite asimetrije med nateznim, tlačnim in torzijskim odzivom ostaja njihovo numerično modeliranje 
zahteven raziskovalni problem. V prispevku je predstavljena nova asimetrična funkcija, namenjena izboljšavi 
konstitutivnega modeliranja SMA materialov. Predlagani pristop omogoča neodvisno določanje parametrov za 
natezno, tlačno in torzijsko obremenitev neposredno iz eksperimentalnih napetostno-deformacijskih krivulj. Nova 
funkcija je implementirana v razširjeni Auricchio-Petrini model, pri čemer model omogoča izboljšan opis 
transformacijskih napetosti, širine histerezne zanke, dolžine ter naklona transformacijske platoja. Poleg tega model 
vključuje temperaturno odvisnost materialnih parametrov in različen modul elastičnosti za avstenitno, multivariantno 
martenzitno in enovariantno martenzitno fazo. Validacija modela je bila izvedena z numeričnimi simulacijami ter 
primerjavo z eksperimentalnimi rezultati pri enoosnih in večosnih obremenitvah. Rezultati kažejo, da predlagani 
model bistveno izboljša napovedovanje asimetričnega odziva SMA materialov ter omogoča bolj realistično simulacijo 
superelastičnosti in efekta oblikovnega spomina. 
Abstract: Shape memory alloys (SMAs) are intelligent materials exhibiting shape memory effect and superelasticity. 
Due to their complex thermomechanical behavior and pronounced asymmetry between tension, compression, and 
torsion responses, accurate constitutive modeling remains a major challenge. This paper presents a novel asymmetric 
function for improved constitutive modeling of SMA materials. The proposed approach enables independent 
parameter definition for tensile, compressive, and torsional loading directly from experimental stress–strain data. The 
asymmetric function is implemented into an enhanced Auricchio–Petrini model, allowing improved description of 
transformation stresses, hysteresis width, transformation plateau length, and hardening behavior. Furthermore, the 
model incorporates temperature-dependent material parameters and different elastic moduli for austenite, multi-
variant martensite, and single-variant martensite phases. The proposed model is validated through numerical 
simulations and comparison with experimental results under uniaxial and multiaxial loading conditions. The results 
demonstrate significantly improved prediction of asymmetric SMA behavior and provide a more realistic 
representation of superelasticity and shape memory effect. 

1 Uvod 

Zlitine z oblikovnim spominom (SMA - Shape Memory Alloys) predstavljajo posebno skupino kovinskih 
materialov, ki zaradi martenzitne fazne transformacije izkazujejo izjemne mehanske in termične lastnosti. 
Najpomembnejši lastnosti teh materialov sta efekt oblikovnega spomina (SME - Shape Memory Effect) ter 
superelastičnost (SE - Superelasticity). Efekt oblikovnega spomina omogoča, da material po plastični 

 
1 Univerza v Ljubljani, Fakulteta za strojništvo 
2 Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradbeništvo in geodezijo 
3 Politecnico di Milano, Department of Civil and Environmental Engineering 
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deformaciji ponovno zavzame prvotno obliko ob segrevanju nad temperaturo zaključka avstenitne 
transformacije. Superelastičnost pa omogoča velike reverzibilne deformacije pri obremenjevanju nad 
temperaturo avstenitnega območja. 

Kompleksno obnašanje SMA materialov je posledica prehoda med avstenitno in martenzitno fazo. Pri 
mehanski obremenitvi pride do napetostno inducirane transformacije, pri kateri se multivariantni martenzit 
pretvori v enovariantni martenzit. Obraten proces nastopi pri razbremenitvi ali segrevanju materiala. Zaradi 
teh transformacij SMA materiali izkazujejo izrazito natezno-tlačno asimetrijo, kar pomeni, da se njihov 
mehanski odziv razlikuje pri natezni, tlačni in torzijski obremenitvi. 

Eksperimentalne raziskave kažejo, da se asimetrija pojavlja pri več materialnih parametrih, kot so 
transformacijske napetosti, širina histerezne zanke, naklon transformacijskega platoja, maksimalna 
transformacijska deformacija ter modul elastičnosti [1], [2], [3], [4]. Obstoječi konstitutivni modeli pogosto 
omogočajo zgolj omejen opis asimetrije, pri čemer večina modelov temelji predvsem na spremembi 
transformacijskih napetosti. Posledično takšni modeli ne omogočajo dovolj natančne simulacije večosnih 
obremenitev in kompleksnih termo-mehanskih procesov. 

V literaturi je predstavljenih več pristopov za modeliranje natezno-tlačne asimetrije pri SMA materialih, 
med drugim tudi modeli, opisani v [5], [6], [7], [8]. Nekateri modeli uporabljajo invariante napetostnega 
ali deformacijskega tenzorja, drugi uvajajo ločene transformacijske površine za natezno in tlačno stanje. 
Kljub temu številni modeli zahtevajo zahtevno numerično kalibracijo parametrov ali pa so omejeni zgolj 
na superelastično obnašanje. 

V predstavljeni raziskavi je razvita nova asimetrična funkcija, ki omogoča neposredno določitev 
materialnih parametrov iz eksperimentalnih napetostno-deformacijskih diagramov. Predlagani pristop 
omogoča ločeno definiranje parametrov za natezno, tlačno in torzijsko obremenitev ter izboljšuje večosni 
odziv materialnega modela. Funkcija je implementirana v Auricchio-Petrini (A-P) model [9], ki je zaradi 
svoje robustnosti in enostavne implementacije eden najbolj razširjenih modelov za simulacijo SMA 
materialov. 

2 Metodologija 

2.1 Omejitve originalnega Auricchio-Petrini modela 

Originalni A-P model predstavlja enega najbolj uporabljenih konstitutivnih modelov za SMA materiale. 
Model temelji na postopku s t.i. »reverse-mapping« algoritmom in uporablja transformacijsko deformacijo 
kot notranjo spremenljivko. Kljub številnim prednostim ima originalni model več pomembnih omejitev, saj 
uporablja enoten modul elastičnosti za vse faze materiala, histerezna zanka je neodvisna od temperature, 
asimetrija je omejena predvsem na transformacijske napetosti, ni mogoče ločeno definirati odziva pri torziji 
ter ima zelo omejeno razmerje natezno-tlačne asimetrije zaradi zahteve po konveksnosti transformacijske 
površine. Pri višjih temperaturah se zaradi linearne temperaturne odvisnosti zmanjšuje vpliv asimetrije, kar 
povzroči odstopanje od eksperimentalno opaženega obnašanja. Poleg tega model ne omogoča dovolj 
realističnega opisa širine histerezne zanke in spremembe naklona transformacijskega platoja. Konstitutivne 
enačbe in omenjene pomanjkljivosti za popis asimetrije A-P modela so opisane v izvornem članku [11]. 

2.2 Razvoj nove asimetrične funkcije 

Glavni cilj raziskave je bil razviti matematično funkcijo , ki omogoča bolj realističen opis asimetričnega 
odziva SMA materialov. Predlagani pristop temelji na definiciji materialnih parametrov kot produkta 
konstantnega člena in nesimetrične funkcije, odvisne od invariant deviatornega deformacijskega tenzorja: 
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 𝜌௔௦௬௠ = 𝜌௦𝐹(𝒆) (1) 

kjer je 𝜌௦ materialni parameter povezan s strigom in 𝐹(𝑒) funkcija, odvisna od druge (𝐽ଶ,𝒆) in tretje (𝐽ଷ,𝒆) 
invariante deviatornega deformacijskega tenzorja 𝑒, definiranega kot:  

 𝐽ଶ,௘ =
ଵ

ଶ
(𝒆ଶ: 𝟏),  (2) 

 𝐽ଷ,௘ =
ଵ

ଷ
(𝒆ଷ: 𝟏).  (3) 

F(e) je definiran kot razmerje med simetrično 𝐽ଶ,𝒆 funkcijo (𝐹௦) in asimetrično 𝐽ଶ,𝒆-𝐽ଷ,𝒆 funkcijo (𝐹௔௦):  

 
𝐹(𝒆) =

𝐹௦

𝐹௔௦
=

ඥ𝐽ଶ,𝒆
మ

௦

ට𝐽ଶ,𝒆

ଷ
ଶ − 𝑐ఘ 𝐽ଷ,𝒆

య
  (4) 

kjer je 𝑐ఘ materialni parameter, vezan na razmerje natega in tlaka in 𝐹௔௦ modificirana funkcija, povzeta po 
Zakiju [10]. Enačba (1) nam da željene vrednosti v nategu in tlaku, če jo pomnožimo z 𝜌௦, ki v tem primeru 
še ne predstavlja vrednosti v strigu. Enačbi (1) je potrebno dodati eksponent 𝑛ఘ, kar privede do končne 
oblike enačbe asimetričnega parametra: 

 𝜌௔௦௬௠ = 𝜌௦𝐹(𝒆)௡ഐ. (5) 

Da bi enačba (5) zagotavljala ustrezno vrednost v nategu, tlaku in strigu, morata biti faktorja 𝑐ఘ in 𝑛ఘ 
povezana, in sicer z enačbama:  

 

𝑐ఘ = 𝑠𝑔𝑛൫𝑛ఘ൯ ∙
3√3

2
∙

𝑟ఘ

ଷ ⋅ ௦௚௡൫௡ഐ൯
௡ഐ − 1

𝑟ఘ

ଷ ⋅ ௦௚௡൫௡ഐ൯
௡ഐ + 1

  (6) 

 
𝑟ఘ  =

𝜌ା

𝜌ି
  (7) 

kjer je 𝑠𝑔𝑛(⋅) klasična signum funkcija in 𝑟ఘ razmerje med nategom in tlakom. 𝜌ା,  𝜌ି in 𝜌௦ so željene 
vrednosti v nategu, tlaku in strigu in jih lahko dobimo iz enoosnih in torzijskih preizkusov, kot je opisano 
v izvornem članku [11]. 

Nova funkcija omogoča neodvisno določitev parametrov pri natezni, tlačni in torzijski obremenitvi. 
Pomembna prednost nove funkcije je možnost neposredne določitve transformacijskih napetosti iz 
standardnih eksperimentalnih preizkusov. Tako je mogoče parametre modela določiti iz enoosnih nateznih, 
tlačnih in torzijskih preizkusov brez zahtevnega postopka numeričnega prilagajanja. 

2.3 Implementacija nove funkcije v konstitutivni model 

Asimetrično Prager-Lode transformacijsko funkcijo lahko zamenjamo s simetrično (von Mises), s tem da 
je radij funkcije odvisen od stanja obremenitve. Konstanten parameter 𝑅 torej zamenjamo s spremenljivim 
Rasym, definiranim z enačbami (5), (6), in (7) kjer vsak simbol 𝜌 zamenjamo z R: 

 𝐹(𝑿) = ඥ2𝐽ଶ − 𝑅௔௦௬௠ (8) 
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 𝑅௔௦௬௠ = 𝑅௦𝐹(𝒆)௡ೃ (9) 

 
𝑟ோ  =

𝑅ା

𝑅ି
  (10) 

Kjer so 𝑅ା, 𝑅ି in 𝑅௦ radiji limitne funkcije v nategu, tlaku in strigu, definirani kot 𝑅ା = ඥ2/3 𝜎௦
஽ା, 

𝑅ି = ඥ2/3 𝜎௦
஽ି in 𝑅௦ = ඥ2/3 𝜏௦

஽ ter so 𝜎௦
஽ା, 𝜎௦

஽ି in 𝜏௦
஽ vrednosti začetka transformacije v nategu, tlaku 

in strigu.  

V enačbi (8) sta oba člena odvisna od deviatorne deformacije, zato se pri spremembi obremenitvenega 
stanja spreminja tudi oblika transformacijske funkcije v ravnini glavnih napetosti. Ob predpostavkah rR=
𝑅ା/𝑅ା = 1/2, 𝑅௦ = 3/2 in 𝑛 = 3 je bil parameter 𝑅௔௦௬௠ izračunan za šest različnih obremenitvenih 
primerov (Slika 1). Za primerjavo je dodan tudi mejni primer originalnega A-P modela, kjer je upoštevana 
največja možna asimetrija. Dobljene vrednosti znašajo med 1 in 2, odvisno od kombinacije napetosti. 
Rezultati kažejo, da je transformacijska površina pri vseh obremenitvenih stanjih konveksna, vendar se 
njena oblika spreminja glede na smer obremenitve. Analiza potrjuje, da predlagani model omogoča bistveno 
večjo natezno-tlačno asimetrijo ob hkratnem ohranjanju konveksnosti transformacijske površine, kar 
predstavlja pomembno izboljšavo glede na originalni Auricchio-Petrini model. 

 
Slika 1: (a) Spreminjanje transformacijske funkcije pri različnih obremenitvah, pri čemer je vrednost 
Rasym ves čas enaka. (b) Krivulja točk, ki povezuje vrednosti simetrične transformacijske funkcije za 

poljubno obremenitev. 

2.4 Transformacijska funkcija v strigu in validacija z eksperimentalnimi podatki 

Parameter 𝑛ோ pomembno vpliva na natezno-torzijski odziv materiala, a ga ni mogoče izraziti analitično iz 
enačb (5) in (6), temveč ju je treba določiti numerično ob znanih vrednostih ρ⁺, ρ⁻ in ρs. To je mogoče 
izvesti z uporabo standardnih numeričnih orodij. Analiza različnih vrednosti parametra kaže, da nižje 
vrednosti povzročijo torzijske transformacijske napetosti, bližje nateznemu odzivu, medtem ko višje 
vrednosti približajo torzijski odziv tlačnemu. Na Sliki 2 je prikazan vpliv eksponenta nୖ v enačbah (14) in 
(15) na transformacijsko funkcijo (enačba 13) pri biaxialnem obremenjevanju za različne vrednosti rୖ (2, 

Primer 4 

Primer 1 

Primer 2 

Primer 3 

Primer 5 

Primer 6 

A-P model z rAPmax=0,78 

Predlagani model z r = 1/2 
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1/2, 1 in 0,78). Primerjana sta primera nୖ = 1 (a) nୖ = −1 (b), ki kažeta spremembo oblike funkcije v 
strigu. Z izborom ustrezne vrednosti 𝑛ோ tako določimo odziv transformacijske funkcije v strigu.  

Validacija predlagane transformacijske funkcije je bila izvedena na zlitinah Cu-Al-Be in Ni-Ti z uporabo 
eksperimentalno določenih transformacijskih napetosti pri nategu in tlaku.  Na Sliki 3 je vidna primerjava 
eksperimentalnih podatkov napetosti začetka transformacije (povzetih po [2]) in predlagane asimetrične 
transformacijske funkcije za Cu-Al-Be pri 35 °C v (σ₁₁, σ₂₂) ravnini (a) ter za Ni-Ti pri 50 °C v (σ₁₁, √3τ₁₂) 
ravnini (b). Primerjava kaže dobro ujemanje ter potrjuje, da predlagani model uspešno zajame asimetrično 
obnašanje SMA materialov. S tem pristopom se transformacijska površina prilagaja različnim 
obremenitvenim stanjem. Posledično model omogoča izboljšano simulacijo natezno-tlačne asimetrije, 
ločeno obravnavo torzijskega odziva, večjo fleksibilnost pri večosnih obremenitvah, boljše ujemanje z 
eksperimentalnimi rezultati. 

 
Slika 2: Vpliv eksponenta 𝑛ோ na spremembo oblike funkcije v strigu. Primerjana sta primera 𝑛ோ = 1 (a) 

𝑛ோ = −1 (b). 

 

 
Slika 3: Primerjava eksperimentalne in predlagane asimetrične transformacijske funkcije v (σ₁₁, σ₂₂) 

ravnini (a) in v (σ₁₁, √3τ₁₂) ravnini (b). 

Predlagana transformacijska funkcija 
 Eksperiment 

 
Eksperiment 

 

Predlagana transformacijska funkcija 
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3 Nadgradnje materialnega modela 

3.1 Temperaturno odvisna histerezna zanka 

Ena od dodatnih izboljšav modela je uvedba temperaturno odvisne širine histerezne zanke. V originalnem 
A-P modelu ostaja širina histereze konstantna ne glede na temperaturo, kar ne ustreza eksperimentalnim 
opažanjem. V izboljšanem modelu je bil uveden temperaturno odvisen parameter transformacijske 
površine, definiran v treh temperaturnih območjih: 

1. območje pod temperaturo Mf, 
2. prehodno območje med Mf in Af, 
3. območje nad temperaturo Af. 

Pristop je detajlno opisan v izvornem članku [11] in omogoča realistično zmanjševanje histerezne zanke 
pri višjih temperaturah ter izboljšano simulacijo SE odziva.  

3.2 Fazno in temperaturno odvisen modul elastičnosti 

Eksperimentalne raziskave kažejo, da imajo avstenitna, multivariantna martenzitna in enovariantna 
martenzitna faza različne vrednosti modula elastičnosti. Zaradi tega je bil v model uveden temperaturno in 
fazno odvisen modul elastičnosti. Skupni modul elastičnosti je definiran kot funkcija temperature ter 
faznega stanja materiala. Predlagani pristop omogoča bistveno bolj realistično simulacijo mehanskega 
odziva pri prehodih med fazami. 

3.3 Posodobitev energijske funkcije 

Na podlagi uvedenih temperaturno in fazno odvisnih parametrov je bila posodobljena tudi deformacijska 
energijska funkcija modela. V novo funkcijo so bili vključeni: 

 asimetrija transformacijskih napetosti, 
 asimetrija širine histereze, 
 asimetrija transformacijske deformacije, 
 asimetrija naklona transformacijske platoja, 
 različni moduli elastičnosti. 

Posodobljena energijska funkcija ohranja termodinamsko konsistentnost modela in omogoča uporabo v 
numeričnih simulacijah končnih elementov. 

4 Numerična validacija modela 

Validacija modela je bila izvedena z uporabo programskega okolja AceFEM. Analiziran je bil odziv 
posameznega 3D končnega elementa pri različnih proporcionalnih in neproporcionalnih obremenitvenih 
primerih. Parametri predlaganega materialnega modela se pridobijo neposredno iz napetostno-
deformacijskih krivulj in poznavanja temperatur faznega prehoda. Povezava med potrebnimi 
eksperimentalnimi podatki ter predlaganim modelom je opisan v izvornem članku [11]. 
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4.1 Enoosni natezni preizkusi 

Najprej je bila izvedena primerjava numeričnih rezultatov z eksperimentalnimi podatki za NiTi žice pri 
različnih temperaturah. Parametri modela so bili določeni neposredno iz napetostno-deformacijskih 
diagramov, predstavljenih v raziskavi Sittnerja [4]. Na Sliki 4 so eksperimentalni rezultati enoosnih 
nateznih preizkusov primerjani s predlaganim modelom in originalnim A-P modelom pri treh temperaturah: 
253 K (a), 283 K (b) in 333 K (c). Označene točke predstavljajo podatke za kalibracijo modela, simbol “+” 
označuje natezno obremenitev. Prikazani so tudi cikli toplotne obremenitve pri konstantnih napetostih 300 
MPa (d), 400 MPa (e) in 500 MPa (f), prav tako v primerjavi z eksperimentalnimi podatki in A-P modelom.  

Rezultati so pokazali boljše ujemanje histerezne zanke, boljši opis temperaturne odvisnosti, izboljšano 
simulacijo superelastičnosti in bolj realističen opis transformacijskih deformacij. Predlagani model je 
uspešno zajel zmanjševanje temperaturne histereze pri višjih obremenitvah, medtem ko originalni A-P 
model tega ni omogočal. 

 

 

Slika 4: Primerjava enoosnih nateznih preizkusov predlaganega modela z eksperimentalnimi rezultati in 
originalnim A-P modelom pri treh temperaturah: 253 K (a), 283 K (b) in 333 K (c). 

4.2 Večosni neproporcionalni preizkusi 

Nadaljnja validacija je bila izvedena pri kombiniranih natezno-torzijskih in tlačno-torzijskih obremenitvah. 
Uporabljeni so bili eksperimentalni podatki za neproporcionalne obremenitvene poti [1]. Na Sliki 5 so 
najprej prikazani odzivi predlaganega modela in originalnega A-P modela v primerjavi z eksperimentalnimi 
podatki pri enoosni natezni (a), tlačni (b) in torzijski (c) obremenitvi. Označene točke so uporabljene za 
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kalibracijo modela; simboli “+”, “–” in “s” označujejo natezno, tlačno in strižno/torzijsko obremenitev. Oba 
modela sta nato uporabljena za neproporcionalne obremenitvene poti z nadzorovanim pomikom, kar je 
prikazano na Sliki 6. Zgornja vrsta prikazuje deformacijske poti, spodnja pa ustrezne napetostne odzive.  

Rezultati kažejo, da predlagani model bolje opisuje torzijski odziv, izboljšano simulira tlačno obnašanje, 
omogoča bolj realistično večosno transformacijo in natančneje napove napetostne poti pri kompleksnih 
obremenitvah. Posebej pomembno je, da razlike med originalnim in izboljšanim modelom postanejo še 
izrazitejše pri večjih deformacijah. To potrjuje, da je novi pristop primernejši za simulacijo kompleksnih 
obremenitvenih stanj. 

 
 

 

Slika 5: Primerjava numeričnih rezultatov predlaganega modela in originalnega A-P modela z 
eksperimentalnimi podatki pri enoosni natezni (a), tlačni (b) in torzijski (c) obremenitvi. 
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Slika 6: Primerjava numeričnih rezultatov z eksperimentalnimi podatki za neproporcionalne 

obremenitvene poti z nadzorovanim pomikom. 

4.3 Termični cikli pri obremenitvi in prosti povrnitvi oblike 

Izvedeni so bili tudi termični cikli pri natezni in torzijski obremenitvi z namenom analize enosmernega 
efekta oblikovnega spomina, povzete po [1]. Primerjava eksperimentalnih rezultatov z originalnim A-P 

modelom in predlaganim modelom kaže dobro ujemanje pri nateznem odzivu, pri čemer se razlike 
pojavljajo predvsem zaradi različnega modula elastičnosti martenzitne faze (Slika 7 a). Pri torzijskem 
odzivu (Slika 7 b) originalni A-P model ni omogočal ustrezne prilagoditve naklona transformacijskega 
platoja, zaradi česar je prišlo do precenitve transformacijske deformacije. Predlagani model je zaradi 

večje fleksibilnosti pri opisu torzijskega odziva bistveno bolje zajel eksperimentalno opaženo obnašanje 
ter pokazal zelo dobro ujemanje z meritvami. 

 

Slika 7: Natezno (a) in torzijsko (b) obremenjevanje ter razbremenjevanje martenzita (T < Mf), čemur 
sledi cikel segrevanja T > Af in ohlajanja do T < Mf. 
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5 Zaključek 

Rezultati raziskave potrjujejo, da predlagana asimetrična funkcija predstavlja pomembno izboljšavo pri 
modeliranju zlitin z oblikovnim spominom. Ključna prednost pristopa je neposredna povezava med 
eksperimentalnimi rezultati in materialnimi parametri modela, saj je parametre mogoče določiti neposredno 
iz nateznih, tlačnih in torzijskih preizkusov. Model omogoča ločeno obravnavo nateznega, tlačnega in 
torzijskega odziva ter izboljšano simulacijo večosnih in neproporcionalnih obremenitev ob hkratnem 
ohranjanju termodinamske konsistentnosti in primernosti za implementacijo v metodo končnih elementov. 
Numerične simulacije in primerjava z eksperimentalnimi rezultati kažejo bistveno boljše ujemanje v 
primerjavi z originalnim Auricchio-Petrini modelom, predvsem pri opisu transformacijskih napetosti, širine 
histerezne zanke, torzijskega odziva in temperaturne odvisnosti materiala. Predlagani model zato 
predstavlja pomemben korak k bolj realističnemu in praktično uporabnemu modeliranju SMA materialov 
za uporabo pri simulacijah aktuatorjev, pametnih struktur in drugih naprednih inženirskih aplikacij. Kljub 
izboljšavam model še vedno temelji na linearni aproksimaciji posameznih delov napetostno-
deformacijskega odziva, zato bodo nadaljnje raziskave usmerjene v razvoj gladkih transformacijskih 
funkcij ter vključitev ciklične degradacije materiala. 
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SLOVENSKO DRUŠTVO ZA MEHANIKO

SREČANJE KUHLJEVI DNEVI 2026

Numerična analiza pršilke za nos

Numerical Analysis of a Nasal Spray

Matjaž Ramšak,1 Timi Gomboc,1 Matej Zadravec,1 Jure Ravnik,1 Gregor Harih,1
Anže Ličen,23 in Matjaž Hriberšek1

Povzetek. Prispevek obravnava numerično simulacijo aplikacije pršilke za nos v povprečnem
modelu nosne votline. Zračni tok je bil izračunan v programu Ansys Fluent, kapljice pa so bile
opisane z Lagrangevim diskretnim faznim modelom. Namen analize je oceniti vpliv položaja in
usmerjenosti pršilke, velikosti kapljic, hitrosti curka ter vdiha na regionalno depozicijo učinkovine.
Rezultati pokažejo, da se večina kapljic odloži v sprednjem delu nosu, medtem ko je dostava v
olfaktorno območje zelo občutljiva na geometrijo nosu in nastavitev pršilke.

Abstract. The paper presents a numerical analysis of nasal spray administration in an average
nasal cavity model. The airflow field was computed in Ansys Fluent, while droplets were described
by a Lagrangian discrete phase model. The objective is to assess the influence of spray position,
administration angle, droplet size, jet velocity, and inhalation on regional deposition. The results
show dominant deposition in the anterior nasal region, whereas delivery to the olfactory region is
highly sensitive to nasal geometry and spray settings.

1 Uvod

Pršilke za nos so razširjen način lokalne dostave učinkovin, vendar njihove učinkovitosti ne določa
le formulacija zdravila. Odločilno je, kam se kapljice po aktivaciji dejansko odložijo. Pri aplikaciji
se hkrati prepletajo anatomija nosne votline, dihanje, položaj šobe, kot administracije, kot oblaka
kapljic, začetna hitrost in velikostna porazdelitev kapljic [3, 5]. Zaradi razgibane geometrije nosne
votline lahko že majhna sprememba začetne smeri curka povzroči veliko spremembo regionalne
depozicije [7, 8].

Glavni cilj raziskave je numerično opisati aplikacijo pršilke in oceniti, kateri parametri najbolj
vplivajo na masne deleže depozicije po posameznih segmentih nosu. Posebej nas zanima segment
2, ki predstavlja olfaktorno območje v zgornjem delu nosne votline. To območje je za dostavo
zahtevno, ker neposredna pot iz nosnice ni ravna, tok in kapljice pa se že v sprednjem delu srečajo
z zožitvami in nosnimi školjkami.

1 Univerza v Mariboru, Fakulteta za strojništvo
2 Fakulteta za Farmacijo, Univerza v Ljubljani
3 Sandoz razvojni center Slovenija
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Slika 1: Sekcionirani model nosne votline. Segment 1 predstavlja nosni vestibul, segment 2
olfaktorno območje, segmenta 3 in 4 območji srednje in spodnje nosne školjke, segment 5 pa
nasofarinks. Barve označujejo segmente, po katerih se kasneje sešteva depozicija kapljic.

Računalniška dinamika tekočin (CFD) v tem delu ni nadomestilo za eksperiment, temveč nje-
govo dopolnilo. Eksperiment poda končno količino odložene tekočine po segmentih, simulacija
pa omogoči vpogled v trajektorije kapljic, lokalni tok zraka in mehanizme nastale porazdelitve.
Podrobna eksperimentalna karakterizacija pršilk, priprava 3D tiskanih nosnih modelov in obsežni
parametrični izračuni so opisani v internem poročilu inhalatorjiLEK-FSUM [6]. Sekcionirani mo-
del nosne votline in njegova uporaba za in-vitro študije depozicije sta opisana tudi v [9].

2 Geometrija in meritve

Za osnovni primer je bila uporabljena povprečna geometrija zdrave nosne votline, slika 1. Model
izhaja iz statističnega modela oblike, ki je bil zgrajen na osnovi CT podatkov 25 oseb brez simpto-
mov motenega nosnega dihanja [2]. Takšna geometrija ni nadomestilo za populacijsko študijo, je
pa uporabna kot dobro definiran referenčni primer za primerjavo numeričnih in eksperimentalnih
rezultatov.

Geometrija je bila pripravljena tako, da jo je mogoče uporabiti kot CFD domeno in kot sekci-
onirani fizični model za merjenje depozicije. Delitev na segmente je zato enaka v simulaciji in
meritvah, kar omogoča neposredno primerjavo relativnih masnih deležev. Tak pristop zmanjša
dvoumnost pri interpretaciji rezultatov: lokalna numerična polja se lahko seštejejo po istih ana-
tomskih območjih, v katerih je merjena odložena masa.

Eksperimentalno so bile določene tudi lastnosti pršilnega curka. Uporabljena sta bila dva vira
podatkov: standardizirani sistem Sprayview, ki dobro opiše stabilni del pršenja, in Oxford Laser
VisiSizer, ki zajame celoten ročno sprožen aktivacijski cikel. Razlika je pomembna, ker začetna
in končna faza pršenja pogosto vsebujeta večje kapljice z večjo vztrajnostjo. Poročilo [6] navaja,
da so bile pri meritvah VisiSizer na 30 mm od šobe Sauterjeve srednje vrednosti premera približno
80,2 µm za V01, 68,0 µm za V03, 63,8 µm za V04, 71,5 µm za V05 in 62,9 µm za pršilko
za enkratno uporabo. Povprečne hitrosti kapljic so bile od 6,2 do 12,2 m/s, koti oblaka pa od
približno 52◦ do 75◦. Podobne omejitve pri prenosu in-vitro karakterizacije pršilk v napovedi
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Slika 2: Detajli računske mreže v sekcioniranem modelu nosne votline. Mreža je sestavljena iz
približno milijona poliedričnih celic in je zgoščena ob stenah, kjer so gradienti hitrosti največji.

nosne depozicije so bile obravnavane tudi v [10].

3 Numerični model

3.1 Tok zraka

Najprej je bil izračunan ustaljen tok zraka skozi nosno votlino. Pri pretoku 20 l/min, ki ustreza
mirnemu dihanju, je Reynoldsovo število lokalno v območju približno 500–2500. Zaradi zapletene
geometrije nosu in različnih lokalnih karakterističnih dolžin je tak tok lahko laminaren, prehoden
ali lokalno turbulenten [4]. Zato je bila preverjena občutljivost rezultatov na režim toka in gostoto
mreže, rezultate pa smo primerjali z referenčnimi vrednostmi za povprečno geometrijo [2].

Tok zraka modeliramo z Navier-Stokesovimi enačbami, ki so reševane s pomočjo metode končnih
volumnov v programu Ansys Fluent. Za nestisljiv laminarni tok veljata kontinuitetna in gibalna
enačba

∇ ·u = 0, (1)

ρ

(
∂u
∂ t

+u ·∇u
)
=−∇p+µ∇

2u+ρg, (2)

kjer je u hitrostno polje, p tlak, ρ gostota zraka, µ dinamična viskoznost in g težnostni pospešek.
Pri ustaljenem izračunu je časovni odvod ∂u/∂ t enak nič. Na vhodu je bil predpisan robni pogoj
z znanim pretokom, na izhodu pa pogoj konstantnega tlaka. Na stenah je bil predpisan pogoj brez
zdrsa; uporabljeni robni pogoji so povzeti na sliki 3.

Turbulenca je bila modelirana z uporabo Reynoldsovih povprečnih Navier-Stokesovih enačb (RANS)
in modela GEKO, ki je bil razvit za simulacijo prehodnega režima toka [1]. Model GEKO je bil

13 



Slika 3: Robni pogoji za simulacijo ustaljenega vdiha.

uporabljen tudi v referenčni študiji [2], kar omogoča neposredno primerjavo rezultatov. Za pre-
verjanje občutljivosti na gostoto mreže smo izvedli izračune z grobo in fino mrežo, pri čemer je
bila fina mreža približno dvakrat gostejša od grobe.

Nosna votlina je bila diskretizirana s tremi poliedričnimi mrežami: 3.4, 7.5 in 17 miljoni vozlišč,
prikazano na sliki 2. Mreža je bila zgoščena v ozkih prehodih in ob stenah. Uporabljen je bil
turbulentni model GEKO. Kot značilen primer je bil analiziran ustaljen vdih 20 l/min, pri pri-
merjavah z meritvami brez aktivnega vdiha pa tudi pretok 0,5 l/min. Slednji približno predstavlja
zračni impulz, ki spremlja mehansko aktivacijo pršilke.

Primerjava z referenčnimi vrednostmi za padec tlaka, hidravlični upor, hitrosti in strižne napetosti,
prikazana na sliki 4, je pokazala dobro ujemanje globalnih veličin. Izračunani padec tlaka je bil
približno 3,5 Pa, referenčna vrednost pa približno 3,1 Pa [6, 2]. Približno 10 % večji izračunani
padec tlaka pripisujemo predvsem dodatnemu podaljšku na izstopu iz nosu, ki ga v referenčni
geometriji ni bilo.

3.2 Modeliranje pršilke

ANSYS Discrete Phase Model (DPM) modelira kapljice kot diskretne faze v kontinuirnem fluidu
z Lagrangevim pristopom. Osnovne enačbe za sledenje delcem vključujejo:

dxp

dt
= up, (3)

dup

dt
=

18µ

ρpd2
p

CDRe
24

(u−up)+g, (4)

kjer je xp pozicija delca, up hitrost delca, u hitrost fluida, ρp gostota delca, dp premer delca, CD

koeficient upora in Re Reynoldsovo število.
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Slika 4: Primerjava izra�cunanega padca tlaka, normaliziranega hidravli�cnega uporaR= Dp=Q in
stri�znih napetosti z referen�cnimi rezultati [2]. Prikazana je ob�cutljivost na gostoto ra�cunske mre�ze
in na izbiro laminarnega oziroma turbulentnega re�zima toka.

premer delca (m)

Slika 5: Prenos eksperimentalne karakterizacije pr�silke v CFD robni pogoj. Meritve prostega
curka pri 30 mm od�sobe je treba uporabiti previdno, ker se v nosu oblak razvija v omejenem
prostoru.



Slika 6: Trajektorije kapljic v nosni votlini. Barva označuje premer kapljic.

Namesto neposrednega reševanja razpada curka v šobi je pršilka v model vnesena kot robni pogoj
z znano hitrostjo kapljic, velikostno porazdelitvijo, masnim pretokom, kotom oblaka in smerjo
administracije, kot je shematično prikazano na sliki 5. Tak pristop je računsko izvedljiv in pogosto
uporabljen pri numeričnih študijah depozicije nosnih pršilk [7, 8].

Pri sledenju delcev so upoštevani aerodinamični upor, gravitacija in turbulentna disperzija. Zaradi
impulza pršilnega curka je bil uporabljen dvosmerno sklopljen izračun med zrakom in delci. Na
stenah je bil predpisan pogoj ujetja: kapljica se po trku s steno šteje kot deponirana. Eulerjev film
je omogočil seštevanje odložene mase po segmentih. Ponovno odnašanje ali odtekanje tekočine
po steni ni bilo modelirano, kar je pomembna poenostavitev pri primerjavi z meritvami.

4 Rezultati

4.1 Osnovni mehanizem depozicije

Značilni rezultat simulacije je prikazan na sliki 6. Večje kapljice zaradi večje vztrajnosti pogosteje
zadenejo sprednje stene nosne votline. Manjše kapljice hitreje sledijo zračnemu toku, vendar jih
geometrija še vedno ne vodi nujno v olfaktorno območje. Zato manjša velikost kapljic sama po
sebi ne zagotavlja večje dostave v segment 2.

V okviru parametrične študije so bili analizirani najpomembnejši vplivni parametri: vrsta pršilke,
položaj šobe, kot administracije, hitrost vdiha, hitrost curka, velikost kapljic, nagib glave, tempera-
tura in vlažnost ter geometrija nosu. Vsi našteti parametri lahko vplivajo na regionalno depozicijo,
vendar ne delujejo neodvisno. Na primer, večje kapljice imajo večjo vztrajnost in lažje ohranijo
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Slika 7: Vpliv hitrosti vdiha na potek tokovnic zraka in depozicijo kapljic. Barve tokovnic pred-
stavljajo hitrosti, barve kapljic pa njihov premer. Močnejši vdih povleče male kapljice globje v
nos in naprej v pljuča. Vendar lahko povečan vdih tudi poveča udarce kapljic v sprednje stene, kar
ne pomeni nujno boljše dostave v olfaktorno območje.

začetno smer, hkrati pa hitreje trčijo v sprednje stene, če je usmerjenost pršilke neugodna.

V pričujočem članku je kot osrednji primer prikazan vpliv hitrosti vdiha, ki je bil izpostavljen
tudi v poročilu [6]. Slika 7 prikazuje tokovnice zraka in depozicijo kapljic pri različnih pretokih.
Pri 0,5 l/min so trajektorije kapljic izrazito določene z začetno smerjo curka. Pri 6 l/min manjše
kapljice že močneje sledijo toku, pri 20 l/min pa lahko močnejši vdih poveča udarce kapljic v
sprednje stene in zato ne pomeni nujno boljše dostave v segment 2.

4.2 Primerjava z meritvami

Za primerjavo z eksperimentom so bili uporabljeni relativni masni deleži po segmentih, prikazani
na sliki 8. Takšna primerjava je primernejša od neposredne primerjave absolutne mase, saj eks-
periment zajame celoten aktivacijski cikel pršilke, numerični model pa uporablja predpisan robni
pogoj za kapljice.

Največje razlike med simulacijo in meritvami se pojavijo pri segmentu 1. CFD lahko napove zelo
velik delež ujetja kapljic v sprednjem delu, predvsem kadar je curek usmerjen proti zožitvi takoj
za nosnico. V eksperimentu se lahko del tekočine po odlaganju prerazporedi v nižje ležeče se-
gmente, predvsem v segment 4, česar model s pogojem ujetja ne zajame. Kljub temu simulacija
pravilno opiše glavno fizikalno sliko: olfaktorno območje je pri obravnavani geometriji težko do-
segljivo, sprememba hitrosti vdiha pa sama po sebi ne povzroči bistvenega izboljšanja depozicije
v segmentu 2.

5 Zaključki in omejitve

Predstavili smo numerično analizo pršilke za nos, ki povezuje validiran CFD model toka zraka,
diskretni fazni model kapljic in primerjavo z meritvami v sekcioniranem nosnem modelu. Re-
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Slika 8: Primerjava eksperimentalne in numerične depozicije po segmentih za izbrane pretoke
vdiha.

zultati kažejo, da numerična simulacija omogoča pomemben vpogled v dogajanje v nosni votlini,
vendar ne vodi do enega samega univerzalnega pravila. Položaj šobe, kot administracije, kot
oblaka, velikost kapljic, hitrost vdiha in geometrija nosu delujejo hkrati.

Model ima več omejitev. Razpad curka v šobi ni rešen neposredno, ampak je nadomeščen z
vhodno porazdelitvijo kapljic. Meritve pršilke so izvedene v prostem curku, realna aplikacija pa
poteka v omejenem prostoru nosnice. Poleg tega model predpostavi, da se kapljica po dotiku s
steno ujame, medtem ko se v eksperimentu tekočina lahko prerazporedi po površini. Te omejitve
pojasnijo del razlik med absolutnimi vrednostmi, ne spremenijo pa glavnih trendov.

Posebej pomemben je vpliv geometrije. V internem poročilu je bil poleg SSM modela analiziran
tudi komercialno dostopni nosni model (CANM). Zaradi bolj odprte notranje poti je bil padec tlaka
pri 0,5 l/min približno 62 % vrednosti pri SSM modelu, depozicija v olfaktornem območju pa je
bila pri primerljivem primeru približno 70-krat večja [6]. Takšna razlika pokaže, da rezultatov
ene geometrije ne smemo neposredno posplošiti na vse uporabnike. Za robustno optimizacijo bo
potrebna zbirka nosnih geometrij in premišljeno izbrani validacijski poskusi.
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